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Introduction
La the´orie quantique des champs donne un cadre tre`s solide pour la des-
cription d’un grand nombre de phe´nome`nes, de la physique statistique et de la
matie`re condense´e aux the´ories des interactions fondamentales. Par exemple le
Mode`le Standard des interactions e´lectro–faibles et fortes reste encore aujour-
d’hui la the´orie la mieux ve´rifie´e par des expe´riences de tre`s haute pre´cision.
Tous ces succe`s ont pu eˆtre remporte´s essentiellement graˆce au fait que les
couplages dans ces the´ories sont souvent faibles, ce qui donne la possibilite´ de
calculer les quantite´s physiques en utilisant un de´veloppement perturbatif.
Il y a cependant de nombreux phe´nome`nes qui e´chappent a` une description
perturbative, et dont la compre´hension reste un proble`me tre`s important (et
difficile !). Cette situation est particulie`rement e´vidente pour la physique des
interactions fortes. En effet, graˆce a` la proprie´te´ de liberte´ asymptotique, c’est–
a`–dire au fait que le couplage tend vers ze´ro quand l’e´chelle de distance L tend
elle aussi vers ze´ro (ou quand l’e´chelle d’e´nergie µ = 1/L tend vers l’infini),
la chromo-dynamique quantique (QCD) donne une description assez pre´cise
des processus a` haute e´nergie. Pourtant, on est encore loin d’une description
satisfaisante des phe´nome`nes qui apparaissent aux e´nergies proche de l’e´chelle
de couplage fort Λ (qui pour la QCD est de l’ordre de 100 MeV), comme le
confinement et la brisure de la syme´trie chirale, et l’on n’a pas trouve´ jusqu’a`
pre´sent une me´thode pour calculer dans l’espace–temps continu le spectre des
hadrons et les trajectoires de Regge.
A` un niveau plus spe´culatif, un proble`me semblable et meˆme plus profond se
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8manifeste dans la tentative de construire une the´orie quantique de la gravite´.
Dans ce cas la se´rie perturbative n’est meˆme pas bien de´finie, et un cadre
conceptuellement nouveau a e´te´ conc¸u, la the´orie des cordes. La de´finition
non–perturbative de cette the´orie reste encore en grand partie un myste`re, si
bien que la the´orie candidate pour une description unifie´e des cinq the´ories de
cordes perturbatives connues a e´te´ appele´e M–the´orie.
Heureusement, nous avons trouve´ deux guides valables qui nous ont fait
beaucoup avancer dans la compre´hension de la physique non–perturbative dans
ces dernie`res anne´es : la supersyme´trie et la dualite´ couplage fort/couplage
faible. Pour les the´ories supersyme´triques, on est arrive´ a` de´crire le confinement
et la brisure de la syme´trie chirale avec des solutions analytiques. Dans le
cadre de la dualite´ AdS/CFT entre the´orie de cordes et the´orie de jauge,
on est parvenu a` construire pour la premie`re fois des mode`les concrets qui
re´alisent les conjectures de ’t Hooft et Polyakov sur la limite de grand nombre
de couleurs des the´ories de l’interaction forte. La de´couverte de cette dualite´
a aussi montre´ un lien inattendu entre les efforts pour construire une the´orie
consistante de la gravite´ et les e´tudes des the´ories de jauge dans le re´gime de
couplage fort.
Mon travail de recherche a commence´ avec des e´tudes en phe´nome´logie
des particules. Pendant ma the`se de “laurea” (maˆıtrise) j’ai appris l’utilisa-
tion des techniques perturbatives dans le cadre de la the´orie de QCD, voir
Chapitre 1. Ensuite, au de´but de mon doctorat, je me suis inte´resse´ a` l’e´tude
de la dynamique non–perturbative des the´ories de jauge et au confinement des
quarks, voir Chapitre 2. Ce parcours m’a amene´ a` l’e´tude de sujets plus formels,
comme la supersyme´trie et la the´orie des cordes. Ces domaines de recherche
sont a` pre´sent tre`s actifs, et surtout dans les deux dernie`res anne´es on a eu
des progre`s fort encourageants. J’ai eu l’opportunite´ de participer activement
a` la recherche dans ces sujets. Pour certaines the´ories supersyme´triques on est
arrive´ a` calculer exactement l’action effective de basse e´nergie directement a`
9partir du lagrangien microscopique en utilisant des me´thodes semiclassiques,
voir Chapitre 3. Dans la dualite´ AdS/CFT on a franchi pour la premie`re fois
la barrie`re de la limite de basse e´nergie (supergravite´) et l’on a pu comparer
des quantite´s dynamiques de la the´orie des champs directement avec la the´orie
des cordes, voir Chapitre 5.
A` un niveau plus formel, il a e´te´ possible de formuler des the´ories quan-
tiques de la gravite´ en dimensions D ≥ 4 dont l’inte´grale sur les chemins est
bien de´finie graˆce a` la pre´sence d’un type spe´cial de syme´trie, la syme´trie to-
pologique, voir Chapitre 4. Cela sugge`re que la syme´trie topologique pourrait
eˆtre un bon candidat comme syme´trie fondamentale de la M–the´orie.
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Chapitre 1
Chromo–dynamique quantique
perturbative
La plus grande partie des preuves expe´rimentales en faveur de la the´orie de
chromo–dynamique quantique (QCD) vient de l’e´tude des processus a` haute
e´nergie. L’exemple classique est la collision e´lectrons–hadrons avec grand mo-
ment transfe´re´ q2 À Λ2 (deep inelastic scattering), qui repre´sente un moyen
naturel pour sonder la structure interne des hadrons. Ces expe´riences per-
mettent de mesurer la distribution en impulsion et en e´nergie des partons
(quarks et gluons) qui composent le hadron, F (x, q2), ou` x repre´sente la frac-
tion d’e´nergie–impulsion du parton. Bjorken a montre´ il y a longtemps que
si les partons sont libres et sans masse cette distribution ne de´pend pas de
l’e´nergie transfe´re´ q2 (Bjorken scaling). Bien e´videment celle–ci n’est qu’une
premie`re approximation, et dans les expe´riences on peut me´surer les deviations
par rapport a` cette loi. Les fonctions de distribution des partons ont en effet
une e´volution en fonction de q2 : a` cause des interactions chaque parton tend
a` se partager en d’autres partons avec une fraction d’impulsion x plus petite.
Graˆce a` la proprie´te´ de liberte´ asymptotique, il est possible de calculer cette
e´volution en QCD perturbative. En particulier, on peut e´crire des e´quations du
11
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groupe de renormalisation pour les fonctions de structure F (x, q2) et pour ses
momentsMJ(q
2), les e´quations de Dokshitzer–Gribov–Lipatov–Altarelli–Parisi
(DGLAP) [1]. Avec ces e´quations, on peut calculer les fonctions de structure
a` une e´chelle quelconque q2 À Λ2 si l’on connaˆıt les conditions initiales a` une
e´chelle de re´fe´rence µ. Ces conditions initiales doivent par contre eˆtre extraites
de la comparaison avec des donne´es expe´rimentales. L’e´volution des fonctions
de structure permet de calculer des violations logarithmiques au Bjorken sca-
ling de la forme αs log(q
2/µ2). En effet, il y a aussi d’autres corrections qui
apparaissent. En utilisant le de´veloppement en produit d’ope´rateurs (OPE)
pour les courants a` l’inte´rieur du hadron, on peut montrer que les moments
des fonctions de structure rec¸oivent en general des corrections de la forme
MJ(q
2) ∼∑nCn,J(Λ2q2 ) 12Tn,J−1, ou` Tn,J ≡ ∆n,J − J est le twist, de´fini comme
la diffe´rence entre la dimension et le spin des ope´rateurs qui apparaissent dans
l’OPE. Les ope´rateurs dominants dans ce de´veloppement ont un twist proche
de 2 et donnent lieu aux corrections logarithmiques, les autres donnent des
corrections supprime´es par des puissances de q2, qui sont en general lie´es a` des
effets non–perturbatifs (higher twists).
1.1 Fragmentation des quarks lourds
D’autres quantite´s physiques importantes en QCD perturbative sont les
fonctions de fragmentation D(x, q2), qui de´crivent le processus de transmuta-
tion d’un parton en hadrons (hadronisation). La variable x dans ce cas indique
la fraction de l’impulsion du hadron par rapport a` celle du parton. Graˆce
au the´ore`me de factorisation [2] on peut calculer la production de particules
dans les collisions hadroniques en se´parant le processus en une partie de haute
e´nergie ou` le partons sont produits, et une partie de hadronisation. La section
efficace de collision a` haute e´nergie pour les partons peut eˆtre calcule´e avec
les techniques perturbatives ordinaires de QCD. L’autre partie dependant de
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processus a` grandes e´chelles de distance contient aussi des informations non–
perturbatives. Pour les fonctions de fragmentation de quarks le´gers (up, down,
strange) la seule chose qu’on peut faire c’est de mesurer la fonction de frag-
mentation a` une certaine e´chelle d’e´nergie et calculer son e´volution avec les
e´quations DGLAP. En fait la pre´sence de divergences infrarouges empeˆche le
calcul des conditions initiales. En revanche, pour la fragmentation des quarks
lourds (charm, bottom, top) la masse du quark agit comme un re´gulateur in-
frarouge, et rend applicable la the´orie des perturbations. Les techniques du
groupe de renormalisation permettent de controˆler les corrections logarith-
miques du type αs log(pT/m), ou` pT est le moment transverse du quark et
m sa masse. Pour les moments les plus bas de la fonction de fragmentation,
on obtient ainsi des re´sultats assez proches des donne´es expe´rimentales. Pour
exemple, pour le quark bottom l’erreur est de 5–10% environ. Cet erreur est duˆ
au fait que, comme les fonctions de structure, les fonctions de fragmentation
aussi ont des corrections non–perturbatives lie´es aux higher twists. Ces cor-
rections ont e´te´ estime´es par l’e´tude des renormalons devoir eˆtre de la forme
NJ(q
2) ∼ (JΛ2/m2) 12Tn,J−1 pour le J–ie`me moment de D(x, q2) [3]. Le prin-
cipal avantage est donc que la masse du quark lourd permet de bien se´parer
les effet perturbatifs (corrections logarithmiques) et non–perturbatifs (higher
twists), et de ve´rifier avec une bonne pre´cision la validite´ du de´veloppement
perturbatif, tandis que pour les quarks le´gers il n’y a pas moyen de distinguer
une partie perturbative dans le processus d’hadronisaton.
Le sujet de ma the`se de “laurea” (maˆıtrise) a e´te´ le calcul des fonctions
de fragmentation pour les me´sons avec un quark charm [T2] En particulier,
j’ai conside´re´ la fragmentation dans un quark charm d’un parton quelconque
produit a` grand moment transverse pT et l’hadronisation du charm en me´sons
qui suit. Graˆce a` la diffe´rence de l’e´chelle de temps des deux processus, plus
courte pour la fragmentation perturbative du parton dans le charm et plus
longue pour l’hadronisation du charm dans le meson, on peut factoriser la
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fonction de fragmentation totale d’un parton i dans un me´son H comme une
convolution DHi (x, µ,mc) = D
c
i (x, µ,mc)⊗DHnp(x). La fonction Dci (x, µ,mc) a
e´te´ calcule´e avec des techniques perturbatives a` une e´chelle proche de la masse
du charm µ ∼ mc. J’ai ensuite calcule´ ces fonctions a` l’e´chelle approprie´e O(pT )
avec les e´quations d’e´volution DGLAP a` l’ordre next–to–leading. Cela permet
de tenir sous controˆle les logarithmes du type αs log(pT/mc), qui deviennent
grands dans la limite de grand pT et pourraient autrement donner une grande
incertitude a` la pre´vision the´orique.
Les effet non–perturbatifs dans ce processus sont assez importants, en par-
ticulier pour les me´sons avec un quark charm, qui a une masse de l’ordre de
1.5 GeV, c’est a` dire un rapport Λ/mc ∼ 0.1. On a assume´ que ces effets
peuvent eˆtre de´crits par une fonction universelle DHnp(x) qui ne de´pend pas
des de´tails du processus a` haute e´nergie, i.e. du parton qui produit le quark
charm, ni de l’e´chelle de la fonction de fragmentation perturbative. A` pre´sent
on ne connaˆıt pas de me´thodes pour calculer Dnp(x), qui est extraite de la
comparaison avec les donne´es expe´rimentales. L’hypothe`se d’universalite´ est
donc tre`s importante pour garder le caracte`re predictif de la the´orie.
Les fonctions de fragmentation ainsi calcule´es ont e´te´ compare´es avec les
re´sultats de simulations nume´riques effectue´es par le programme HERWIG
(Hadron Emission Reaction With Interfering Gluons).
Pour la comparaison avec les donne´es expe´rimentales, on a utilise´ nos
fonctions de fragmentation pour calculer la production inclusive a` grand mo-
ment transverse des me´sons D,D∗ dans les collisions proton-proton [T2]. Ces
pre´dictions the´oriques nous ont permis aussi d’e´valuer la contribution de la
production de me´sons avec charm dans les gerbes atmosphe´riques engendre´es
par la composante de haute e´nergie des rayons cosmiques [T1,T20]. Ces e´tudes
e´taient inte´ressantes pour l’expe´rience MACRO aux Laboratoires Nationaux
du Gran Sasso, INFN, Italie. L’accord qu’on obtient avec les expe´riences est
a` environ 10% pre`s, ce qui est normal pour les pre´dictions de la QCD per-
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turbative. On pourrait remarquer que cette erreur reste quand meˆme assez
grande compare´e avec les re´sultats du Mode`le Standard qui ne de´pendent pas
de la physique hadronique. Les principales sources d’erreur sont donne´es par
le couplage de QCD, qui a` une e´chelle de 100 GeV est environ dix fois plus
grand que le couplage e´lectro–faible, et par la difficulte´ d’estimer les effets non–
perturbatifs. Ce dernier point reste un proble`me ouvert depuis longtemps.
Re´cemment, des e´tudes ont e´te´ faits pour le deep inelastic scattering dans
des the´ories de jauge qui ont une description duale en the´orie des cordes [4].
Cela permet d’e´valuer les fonctions de structure des hadrons dans la re´gion de
couplage fort. Meˆme si l’on est encore bien loin des applications phe´nome´nologi-
ques pour ces re´sultats, ils pourraient donner d’une part une nouvelle perspec-
tive pour l’analyse en the´orie de champs de ces processus, et de l’autre des
informations utiles sur la possible forme de la the´orie des cordes duale a` la
QCD.
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Chapitre 2
Phases des the´ories de jauge
L’information la plus essentielle qu’on peut donner sur le comportement
infrarouge d’une the´orie de champ est la fac¸on dans laquelle ses syme´tries sont
re´alise´es dans son e´tat fondamental. Cela permet d’identifier la phase dans la-
quelle la the´orie se trouve. La phase d’une the´orie est souvent caracte´rise´e par
la valeur moyenne de certains ope´rateurs. Pour les the´ories de jauge, une des-
cription concise et e´le´gante peut eˆtre donne´e en termes des ope´rateurs d’ordre–
de´sordre. Avant d’introduire ces ope´rateurs, il convient de rappeler brie`vement
la description du confinement des quarks comme supraconductivite´ duale, qui
est la source d’inspiration de ces e´tudes [5].
Les expe´riences de spectroscopie hadronique donnent des informations sur
le potentiel qui confine les quarks. Plus pre´cise´ment, la relation entre l’e´nergie
et le moment angulaire des re´sonances hadroniques (trajectoires de Regge) in-
dique que les quarks et antiquarks sont confine´s dans les me´sons par un po-
tentiel line´aire. L’analogie avec les supraconducteurs de type II sugge`re que
les lignes de force du champ de couleur sont force´es a` former des tubes de
flux dans le vide de QCD par un effet analogue a` l’effet Meissner. Dans les
supraconducteurs la condensation des paires de Cooper brise l’invariance U(1)
e´lectromagne´tique de la the´orie effective de´crivant le phe´nome`ne. Le photon
prends alors une masse mγ et le champ magne´tique ne peut pe´ne´trer dans le
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supraconducteur que sur une longueur caracte´ristique de 1/mγ. Pour les supra-
conducteurs de type II, quand le champ magne´tique atteint une certaine valeur
critique, il peut ne´anmoins pe´ne´trer dans le volume du mate´riau a` travers des
tubes de flux magne´tiques dits de Abrikosov. Dans une version duale de la
supraconductivite´ les paires de Cooper sont remplace´es par des monopoˆles,
l’effet Meissner s’applique au champ e´lectrique et les tubes d’Abrikosov sont
des tubes de flux du champ e´lectrique. Deux particules e´lectriquement charge´es
relie´es par un tel tube seraient lie´es par un potentiel line´aire, caracte´ristique
du confinement. Dans les cas vraiment re´alistes, le champ e´lectrique est colore´
et plusieurs complications interviennent.
2.1 Ope´rateurs d’ordre–de´sordre et the´orie de
BF-YM
Dans le but de de´crire d’une fac¸on quantitative ce phe´nome`ne pour les
the´ories de jauge non–abe´liennes, ’t Hooft a sugge´re´ l’introduction de l’ana-
logue magne´tique de l’ope´rateur de Wilson [6]. Comme la boucle de Wilson
W (C) = TrP exp(iq
∮
C
A) de´crit la propagation le long du chemin C de charges
de couleur qui sondent le vide de QCD, ainsi l’ope´rateur de ’t Hooft M(C ′)
de´crit la propagation de monopoˆles le long d’un chemin C ′ (a). La valeur
moyenne dans le vide de l’ope´rateur de Wilson donne pour de grands chemins
l’e´nergie potentielle entre les quarks, celle de l’ope´rateur de ’t Hooft donne
l’e´nergie potentielle entre les monopoˆles.
Pour une the´orie de Yang–Mills avec groupe de jauge SU(N), les ope´rateurs
d’ordre–de´sordre obe´issent a` une alge`bre de tresse (braiding),
W (C)M(C ′) = exp
[
2pii
N
Link(C,C ′)
]
M(C ′)W (C) , ou` Link(C,C ′) est l’en-
(a)L’ope´rateur de ’t Hooft est donc le dual de celui de Wilson. La terminologie est prise des
syste`mes statistiques, ou` l’on de´signe les couples d’ope´rateurs duals l’un de l’autre comme
ope´rateurs d’ordre–de´sordre.
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trelacement (linking number) entre les deux courbes C et C ′. Cette alge`bre
contient toutes les informations ne´cessaires pour de´crire les phases de la the´orie,
et permet de de´duire l’existence de quatre possibilite´s [6] caracte´rise´es par
diffe´rentes valeurs moyennes des ope´rateurs :
– la phase de confinement des monopoˆles ou de Higgs, caracte´rise´e par
les valeurs moyennes < W (C) >∼ e−P (C) et < M(C ′) >∼ e−A(C′),
ou` A(C ′) est la mesure de la surface minimale avec bord C ′ et P (C) est
la longueur de la courbe C,
– la phase de confinement des charges e´lectriques ou` confine´e, avec
< W (C) >∼ e−A(C) et < M(C ′) >∼ e−P (C′),
– la phase de Coulomb, dans laquelle toutes les charges sont libres, avec
< W (C) >∼ e−P (C) et < M(C ′) >∼ e−P (C′),
– enfin une phase interme´diaire de Higgs/confinement,
avec < W (C) >∼ e−A(C) et < M(C ′) >∼ e−A(C′). Cette phase ne peut
pas eˆtre re´alise´e en QCD, mais elle a e´te´ observe´e pour des mode`les avec
des champs de Higgs dans la repre´sentation fondamentale [7] (b).
En principe, une fois de´fini l’ope´rateur de ’t Hooft, le calcul de sa valeur
moyenne permettrait de ve´rifier si effectivement une condensation de mo-
nopoˆles est a` l’origine du confinement dans la the´orie de Yang–Mills. Tous
cela est fort captivant, sauf que la repre´sentation explicite dans l’espace–temps
continu pour l’ope´rateur de ’t Hooft n’est pas connue ! La charge des monopoˆles
est une charge topologique, il faut donc de´finir un ope´rateur qui change la to-
pologie des champs de jauge.
Dans ma the`se de doctorat j’ai propose´ une nouvelle formulation de la
the´orie de Yang-Mills comme de´formation de la the´orie topologique BF, qui
permet d’e´crire une expression analytique pour l’ope´rateur de de´sordre de
’t Hooft. L’ide´e a` la base de cette formulation est que les observables natu-
(b)Dans ce cas les ope´rateurs d’ordre–de´sordre ne peuvent pas eˆtre utilise´s pour identifier
les phases de la the´orie et l’on doit utiliser d’autres me´thodes.
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relles de la the´orie BF co¨ıncident avec les ope´rateurs d’ordre–de´sordre. De
plus, l’action classique de Yang-Mills peut eˆtre e´crite comme une perturbation
de l’action de BF. Le terme de perturbation apparaˆıt multiplie´ par le cou-
plage gYM de la the´orie de Yang–Mills. On peut donc envisager de calculer
ces ope´rateurs en utilisant un de´veloppement perturbatif autour de la the´orie
topologique [T4,T5].
En deux dimensions, la de´formation de la the´orie BF vers la the´orie de
Yang–Mills a une interpre´tation tre`s claire, car on ne doit pas ajouter de degre´s
de liberte´, et l’espace de Hilbert des deux the´ories est le meˆme. Le terme de
de´formation de´pend de la me´trique et change l’e´nergie des e´tats d’une fac¸on si-
milaire au champ magne´tique dans l’effet Zeeman : dans la the´orie topologique
tous les e´tats sont de´ge´ne´re´s et ont une e´nergie nulle, mais en pre´sence d’un
terme de perturbation ils acquie`rent une e´nergie proportionnelle a` la distance
entre les sources, typique de la phase confinante [8].
En quatre dimensions le relation entre les deux the´ories est beaucoup plus
complexe. De fait, elles ont un nombre de degre´s de liberte´ diffe´rent et la
limite de couplage nul gYM → 0 est singulier. Pour formuler correctement
la de´formation de la the´orie topologique il faut ajouter un champ vectoriel
[T4]. Ce champ posse`de une invariance par translations typique des the´ories
topologiques [9]. Cela fait que l’ensemble des champs et des syme´tries de la
the´orie BF–YM est plus grand que celui de la the´orie de Yang-Mills ordinaire.
La proce´dure de quantification est donc plus subtile et requiert le recours
a` la me´thode de Batalin–Vilkoviski. L’e´quivalence quantique de la BF-YM
avec la YM n’est pas triviale. Cependant, il a e´te´ possible de la montrer a`
tous les ordres de la the´orie des perturbations en e´tudiant la cohomologie des
charges BRST respectives [T3], et e´tudiant aussi la formulation par l’inte´grale
de chemins [T4]. Le meˆme re´sultat sur noˆtre mode`le a e´te´ obtenu par M.
Henneaux [10].
Le calcul de la valeur moyenne de l’ope´rateur de ’t Hooft en BF-YM peut
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eˆtre fait dans la jauge de projection abe´lienne. Cela revient a` choisir une condi-
tion qui pre´serve le sous–groupe maximal abe´lien de la syme´trie de jauge. A`
ce moment la`, les particules charge´es par rapport a` ce sous–groupe peuvent
acque´rir une masse et l’action effective de basse e´nergie devient une action
abe´lienne. Dans cette approximation, la valeur moyenne de l’ope´rateur de ’t
Hooft est < M(C ′) >∼ exp[−P (C ′)], indicant la pre´sence d’une phase de
confinement pour les charges e´lectriques.
2.2 Condensats chiraux en QCD
Les e´tats hadroniques peuvent eˆtre classifie´s selon un groupe de syme´trie
global SU(3)f ×U(1)B. Le groupe SU(3)f est associe´ au nombre quantique de
saveur (up, down, strange), et le groupe U(1)B au nombre quantique baryo-
nique. Pourtant, la syme´trie globale du lagrangien de QCD est U(3)L×U(3)R,
si l’on ne´glige la masse des trois quarks le´gers, , c’est a` dire les transforma-
tions unitaires se´pare´es des trois quarks de chaque chiralite´. Donc un sous–
groupe SU(3) × U(1) doit eˆtre brise´. La syme´trie U(1) axiale, avec courant
J5µ = −q¯fLσ¯µqfL+ q¯fRσµqfR (c), est re´duite a` un sous–groupe discret Z2Nf a` cause
des instantons, ∂µJ
5
µ =
i
32pi2
2Nf (F
a
µνF˜
µν
a ), ou` Nf = 3 est le nombre de sa-
veurs. De plus, la dynamique de couplage fort semble impliquer la formation
de condensats chiraux. Ce phe´nome`ne cause la brisure du groupe SU(3) et
l’apparition de bosons de Goldstone associe´s, qui peuvent eˆtre identifie´s avec
les huit me´sons pseudo–scalaires pi,K, K¯, η. La syme´trie U(1) est en revanche
brise´e par les instantons, et il n’y a pas de boson de Goldstone associe´ a` cette
brisure : c’est la re´solution du proble`me U(1). Les instantons jouent donc un
roˆle dans la compre´hension qualitative de la physique non–perturbative de la
QCD, mais il n’ont pas permis d’effectuer de calculs quantitatifs a` cause des
(c)J’adopte la repre´sentation de Weyl pour les spineurs, avec les matrices σ euclidiennes
σµ ≡ (1, iτ i) et σ¯µ ≡ (1,−iτ i), ou` τ i, i = 1, 2, 3 sont le matrices de Pauli.
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divergences infrarouges associe´es a` l’inte´gration sur les instantons de grande
taille. Ce proble`me disparaˆıt dans les the´ories supersyme´triques, comme on le
verra dans le Chapitre 3.
2.3 Un possible e´tat superfluide de la lumie`re ?
Il est amusant d’ observer que meˆme la the´orie de jauge la plus simple, la
QED, pourrait se manifester dans certaines conditions tre`s particulie`res dans
une phase diffe´rente de celle de Coulomb. En collaboration avec S.P. Sorella, j’ai
e´tudie´ dans [T6] l’action effective pour des photons dans une cavite´ de Fabry-
Perot en pre´sence d’un milieu a` polarisation non-line´aire, qui introduit des
interactions effectives a` quatre photons. Si avec un laser on injecte des photons
dans cette cavite´, qui est forme´e de deux miroirs paralle`les, l’impulsion des
photons aura sa plus grande part dans la direction perpendiculaire aux miroirs,
et des composantes tre`s petites dans le plan transverse paralle`le aux miroirs. Ce
syste`me peut eˆtre de´crit comme un gaz de bosons massifs faiblement couple´s
en (2+1) dimensions, la masse e´tant donne´e par la composante perpendiculaire
du moment. Ces bosons effectifs pourraient former un condensat, donnant lieu
a` un e´tat superfluide de la lumie`re. La re´alisation expe´rimentale de ce syste`me
est a` l’e´tude par l’e´quipe du Prof. Chiao, du MIT, Boston [11].
Chapitre 3
Instantons et the´ories
supersyme´triques
Les the´ories de jauge supersyme´triques sont un laboratoire tre`s riche pour
l’e´tude des effets non–perturbatifs. En fait, d’un coˆte´ elle pre´sentent des phe´no-
me`nes qualitativement similaires a` ceux de la QCD, comme le confinement
et la brisure de la syme´trie chirale, et de l’autre leur haut degre´ de syme´trie
permet d’obtenir des re´sultats exacts avec des me´thodes analytiques. En outre,
beaucoup d’entre elles admettent une description duale en terme de the´orie des
cordes, voir Chapitre 5.
Seiberg et Witten [12] ont montre´ que les the´ore`mes de non–renormalisation
et la proprie´te´ d’holomorphie permettent de de´duire comple`tement l’action
effective de basse e´nergie pour les the´ories supersyme´triques avec huit (N = 2)
et quatre (N = 1) supercharges.
Dans la dernie`re anne´e, on est meˆme parvenus a` calculer les meˆmes actions
effectives directement a` partir du lagrangien microscopique ! Pour les the´ories
N = 2 cela a e´te´ possible par le recours a` des me´thodes semiclassiques (ins-
tantons) [13, 14] [T18], pour les the´ories N = 1 par des calculs perturbatifs
des diagrammes planaires inspire´s par des mode`les de matrices [15].
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Pour les instantons, la supersyme´trie a deux implications fondamentales
qui permettent de calculer exactement la contribution de ces configurations a`
l’inte´grale de chemins :
1. la compensation des de´terminants associe´s aux fluctuations bosoniques
et fermioniques autour de l’instanton
2. la convergence de l’inte´gration sur les coordonne´es collectives (modules),
au contraire de ce qui se passe en QCD, ou` cette inte´gration engendre
des divergences infrarouges.
Quand est-ce que l’on peut utiliser les instantons pour calculer des quantite´s
physiques ? Souvenons–nous qu’il s’agit d’un de´veloppement semiclassique, il
faut donc eˆtre dans une re´gion de couplage faible. Pour les the´ories super-
syme´triques, il y a plusieurs possibilite´s :
– les the´ories superconformes : dans ce cas la fonction beˆta est nulle, et
le couplage est un parame`tre qu’on peut choisir librement. L’exemple le plus
important est la the´orie de Super Yang–Mills SU(N) avec seize supercharges
(N = 4 SYM). Dans ce cas il existe une description duale en the´orie de cordes
via la correspondance AdS/CFT, voir Chapitre 5, qui permet d’identifier les
instantons de la the´orie de jauge avec les D–instantons de la the´orie des cordes.
Pour N →∞ on trouve un parfait accord entre les deux [16]. De plus, on peut
montrer que l’identification entre les instantons et les D–instantons persiste
aussi pour N fini [T18].
– les the´ories asymptotiquement libres ou` le groupe de jauge est brise´ a` un
sous–groupe abe´lien. Celui–ci est le domaine incontestable des the´ories de jauge
N = 2, avec de la matie`re dans la repre´sentation adjointe du groupe de jauge
ou dans la repre´sentation fondamentale, et un nombre de saveurs Nf < 2N .
Dans ce cas on peut utiliser la valeur moyenne a des champs scalaires pour
se poser dans le re´gime de couplage faible, a À Λ, et le calcul d’instanton
permet d’obtenir l’action effective de Seiberg et Witten directement a` partir
25
du lagrangien microscopique [13, 14], [T18].
– les the´ories asymptotiquement libres ou` le groupe de jauge est comple`te-
ment brise´ : c’est le cas de la the´orie de SQCD N = 1 avec Nf = N − 1, ou`
les effets d’instanton engendrent le superpotentiel de Aﬄeck–Dine–Seiberg. Il
faut remarquer que pour Nf < N − 1 il reste un sous–group de jauge non–
abe´lien fortement couple´, ce qui rend moins e´vident l’e´tude des instantons.
On peut cependant rajouter des multiplets massifs et apre`s effectuer la limite
de masse infinie sur les re´sultats. Les quantite´s ainsi obtenues co¨ıncident avec
celles de la the´orie d’origine graˆce a` la proprie´te´ d’holomorphie de l’action
effective (de´couplage holomorphe).
Quelles sont les quantite´s physiques que l’on peut calculer ? Il faut conside´rer
que les instantons brisent une moitie´ chirale des supersyme´tries, donc on est
forcement concerne´s par des observables chirales, c’est a` dire des quantite´s qui
s’expriment comme des inte´grales sur la moitie´ des variables de Grassman du
super–espace. Il s’agit donc, comme l’on a de´ja` remarque´, du pre´potentiel de
Seiberg–Witten dans N = 2 (a) ou du superpotentiel dans N = 1, mais aussi
des condensats chiraux. Ceux–ci jouent un roˆle important dans la brisure de la
syme´trie chirale des the´ories supersyme´triques. Il est important de souligner
que ces condensats sont nuls a` tous les ordres de la the´orie des perturbations
car la syme´trie chirale est exacte dans le vide perturbatif, ou` la charge de l’ins-
tanton est ze´ro. Donc leur existence est un effet typiquement non–perturbatif
qui peut eˆtre vu aussi dans la limite de grands N , ou` d’habitude les instantons
sont supprime´s. Plus pre´cisement, pour des raisons dimensionelles le calcul de
condensats ne peut que donner une quantite´ proportionnelle a` la juste puis-
sance de l’e´chelle de couplage fort Λ = µe
− 8pi2
β1g
2 , ou` β1 est la fonction beˆta a`
une boucle de la the´orie. Cette quantite´ reste fixe´e dans la limite de grand N
de ’t Hooft.
(a)En realite´ le prepotentiel de N = 2 a aussi une contribution perturbative a` une boucle.
Dans ces notes, je fais toujour re´fe´rence a` la partie non–perturbative du prepotentiel.
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Tous ces observables sont annihile´s par une moitie´ chirale des supersyme´tries,
[Q¯α˙,O] = 0. Les fonctions de correlation de ce type d’observables montrent
une proprie´te´ fort inte´ressante : de´rivons l’une de ces fonctions par rapport a`
une position xi, ∂
i
µ < O(x1) . . .O(xi) . . .O(xn) >. Graˆce a` l’alge`bre de super-
syme´trie, cette de´rive´e peut eˆtre e´crite comme
< O(x1) . . . {Q¯α˙, [Qα,O(xi)]} . . .O(xn) >. On peut maintenant utiliser la de´fini-
tion meˆme d’ope´rateur chiral pour commuter la charge Q¯α˙ jusqu’a` ce qu’elle
agisse sur le vide, et si la supersyme´trie n’est pas brise´e on a Q¯α˙|0 >= 0. On a
donc finalement montre´ que les fonctions de correlation des observables chirales
dans les the´ories supersyme´triques sont inde´pendantes de l’espace–temps.
3.1 The´ories N = 2
Witten a montre´ qu’il existe une version topologique de la the´orie de N = 2
Super Yang–Mills [9], dont les fonctions de correlation repre´sentent des inva-
riants topologiques (les invariants de Donaldson). La the´orie N = 2 et celle
de Witten sont lie´s par un changement de variables line´aire (twist). Les deux
the´ories sont parfaitement e´quivalentes sur l’espace–temps plat. C’est pour-
quoi, en collaboration avec F.Fucito, nous avons pense´ d’utiliser la version
twiste´e deN = 2 pour simplifier le calcul d’instanton. En effet les inte´grales sur
l’espace de modules des instantons sont tre`s complique´s de´ja` pour un nombre
d’instanton petit, k = 2. De plus, pour k ≥ 3 on ne connaˆıt meˆme pas la
forme explicite de la solution classique. Tous cela rend impossible d’avancer
par “force brute”. L’avantage de la version twiste´e est qu’il existe une charge
de supersyme´trie scalaire Q. L’ide´e est de se servir de cette syme´trie pour mon-
trer des proprie´te´s de localisation de l’inte´grale des instantons. En effet, nous
avons montre´ que la charge Q a une interpre´tation ge´ome´trique comme de´rive´e
exte´rieure sur le super–espace des modules [T14], et que le pre´potentiel de
Seiberg–Witten est une forme exacte sur cet espace [T7,T10, T22]. D’autres
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analyses sur l’interpre´tation ge´ome´trique de noˆtre construction ont e´te´ faites
par R. Flume et al.[17]. Ces e´tudes nous ont permis de montrer que toute la
contribution des instantons au pre´potentiel est concentre´e sur le bord de l’es-
pace des modules, qui est constitue´ par des instantons de taille nulle. Pour
simplifier le calcul, on peut re´gulariser cet espace en donnant une taille mini-
male aux instantons, par exemple en conside`rant la version non–commutative
de la the´orie de jauge. Il est en effet possible montrer que le re´sultat pour les
observables ne de´pende pas du parametre de regularisation. De toute fac¸on,
meˆme ainsi on se rame`ne a` une inte´gration sur des varie´te´s assez complique´es,
car les instantons peuvent bouger librement dans l’espace. Pour un instanton
de charge k cela donne le produit symme´tric de k–points, (R4)k/Sk (Hilbert
schemes) (b).
Une ame´lioration importante de la technique de localisation peut eˆtre ob-
tenue en considerant la the´orie de N = 2 SYM en pre´sence d’un potentiel
gravitationnel [13]. Dans ce cas l’inte´grale sur l’espace des modules est ra-
mene´ a` une somme sur des points fixes isole´s. Dans la limite de potentiel nul,
on obtient ainsi le pre´potentiel de Seiberg–Witten a` tous les ordres dans la
charge d’instanton k. Nous avons presente´ dans [T18] une formule de locali-
sation ge´ne´rale pour toute the´orie admettant une syme´trie scalaire Q dont le
carre´ se ferme sur un group de transformations avec points fixes isole´s x0 i.e.
Q2φ = δxφ et δx0φ = 0 pour certaines configurations de l’ensemble des champs
φ de la the´orie. Cette formule peut eˆtre applique´e aussi a` la the´orie N = 4,
e´ventuellement brise´e a` N = 2 par un terme de masse pour l’hypermultiplet.
Les re´sultats obtenus sont en accord avec les pre´dictions de Seiberg–Witten
[T18].
(b)Par exemple, pour k = 2 la variete´ correspondante est la re´solution de R4/Z2, qui
co¨ıncide avec un espace ALE, la varie´te´ de Eguchi–Hanson.
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3.2 The´orie N = 4
La meˆme formule de localisation peut eˆtre utilise´e pour calculer la contri-
bution des instantons a` la fonction de partition de la the´orie de SYM N = 4
pour un nombre de couleurs N fini. Le re´sultat qu’on obtient dans [T18] est
en accord avec la correction de l’action effective d’une D3–brane induite a`
l’ordre α′4 par les effets des D–instantons, comme elle a e´te´ calcule´ par Green
et Gutperle [18]. C¸a vaut la peine de souligner que l’identification entre les
instantons en the´orie de jauge N = 4 et les D–instantons dans la the´orie de
cordes de type IIB est donc valide aussi pour N fini. Nous allons revenir sur
cette relation dans le Chapitre 5.
Chapitre 4
Gravite´ topologique
De`s la formulation des premie`res the´ories topologiques, une des applications
a` la physique les plus inte´ressantes a e´te´ la description de la gravite´ quantique.
Beaucoup de travail a e´te´ fait dans cette direction pour les the´ories topolo-
giques en dimension D < 4. En deux dimensions les the´ories topologiques de
la gravite´, eventuellement couple´es a` de la matie`re, ont un inte´ressant lien avec
les the´ories des cordes. En trois dimensions, Witten a montre´ que la the´orie
de la gravite´ peut eˆtre exactement re´solue en la reliant a` la the´orie topolo-
gique de Chern–Simons [19]. L’interaction entre les particules est de´crite dans
cette the´orie par des ope´rateurs de Wilson [20], qui obe´issent a` une algebre
de tresse tout a` fait similaire a` celle des ope´rateurs d’ordre–de´sordre qu’on
a discute´ dans le Chap.2. En effet, la the´orie BF en trois dimensions est elle
aussi e´quivalente a` la gravite´. De plus, il est tre`s facile dans cette formulation
d’ajouter une constante cosmologique (a).
Pour les the´ories en dimension plus grande D ≥ 4 la situation reste moins
claire. C’est pourquoi apre`s mon arrive´e au LPTHE, nous avons pense´ avec
L. Baulieu d’analyser ces the´ories d’une manie`re syste`matique. Nous avons
formule´ d’abord une the´orie topologique de la gravite´ en quatre dimensions
(a)Pour autant que je sache, l’interpretation des ope´rateurs d’ordre–de´sordre dans ce
contexte n’a pas e´te´ e´tudie´e pour le moment, et il semble eˆtre un proble`me inte´ressant.
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[T16], et nous avons montre´ qu’une construction similaire peut eˆtre effectue´e
en huit dimensions [T17]. Il est aussi possible de coupler ces the´ories a` des
formes de degre´ supe´rieur [T19].
Les the´ories topologiques qu’on a e´tudie´es ont un lien tre`s e´troit avec la
supergravite´. En effet, elles correspondent a` une version twiste´e des the´ories de
supergravite´. Pour le cas de D = 4, l’ope´ration de twist est pareille a` celle defi-
nie par Witten pour les the´ories avec supersyme´trie globale [9]. Pour la gravite´
topologique, l’analyse du twist est ne´anmoins rendue plus subtile par le fait
que le groupe de jauge est le groupe de Lorentz fois les diffe´omorphisms, qui
doit eˆtre relie´ a` la supersyme´trie locale. On a montre´ que pour les variete´s avec
un groupe d’holonomie speciale G l’operation de twist est bien de´finie graˆce a`
la presence d’un ou plusieurs spineurs constants [T16]. La charge BRS scalaire
Q de la the´orie topologique peut eˆtre obtenue en projectant la charge de super-
syme´trie le long de ces spineurs. Cela rend possible la formulation de the´ories
de gravite´ topologiques sur des varie´te´s de dimension D ≥ 4 [T17]. Ce type de
construction reste valide aussi pour des varie´te´s avec torsion, connues dans la
lite´rature mathematique comme varie´te´s avec G–structure, pour lequelles les
spineurs sont constants par rapport a` une connession de spin modifie´e [T19].
D’ailleurs, on peut s’attendre a` ce que ces mode`les ne soient que des cas
particuliers et qu’un cadre plus ge´ne´ral puisse eˆtre formule´. Une indication
dans cette direction est le fait que toutes les the´ories de supercordes peuvent
eˆtre obtenues formellement a` partir de mode`les sigma topologiques par une
procedure de untwisting [21]. Il est donc raisonable de supposer que les the´ories
de basse e´nergie correspondantes soient lie´es a` des mode`les topologiques. En
outre, dans ces mode`les on parvient a` de´crire ge´ome´triquement les syme´tries de
la supergravite´. Tout cela sugge`re que la syme´trie topologique pourrait eˆtre un
bon candidat comme syme´trie fondamentale de la M–the´orie. Il faut remarquer
que les mode`les qu’on a e´tudie´es en huit dimensions sont directement lie´es a`
la compactification de la M–the´orie sur des variete´s avec groupe de structure
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G ≡ Spin(7).
4.1 E´quations d’auto–dualite´ et compactifica-
tions avec flux
Les e´quations d’auto–dualite´ jouent un roˆle tre`s important dans le contexte
des the´ories topologiques. Elles de´terminent les conditions de jauge qu’on im-
pose d’une fac¸on BRS–invariante pour construir le mode`le topologique. Dans
un espace de dimension D, on peut penser en toute ge´ne´ralite´e a` imposer des
equations pour une p + 1–forme Gp+1 du type
∗Gp+1 = T ∧ Gp+1, ou` T est
un tenseur invariant par rapport a` un sous–groupe de SO(D). Le comptage
des degre`s de liberte´ donne les conditions sur les decompositions possibles de
l’alge`bre de Lorentz.
Pour la gravite´ euclidienne en quatre dimensions, T est tout simplement le
tenseur de Levi–Civita et les conditions d’ auto–dualite´ peuvent eˆtre impose´es
directement sur la connection de spin, ωab
−
= 0 [22]. La the´orie de gravite´ to-
pologique ainsi de´finie correspond a` la version twiste´e de la supergravite´ N = 2
en D = 4 [T16]. Cette the´orie peut de´crire l’espace des modules des instantons
gravitationnels, autrement connus comme espaces ALE (asymptotiquement lo-
calement euclidiens).
En huit dimensions, des e´quations d’auto–dualite´ pour une deux–forme
peuvent eˆtre e´crites en pre´sence d’une quatre–forme Ω4. Un exemple inte´ressant
est connu depuis longtemps pour la the´orie de Yang–Mills, pour laquelle on
peut construire des instantons octonioniques [23]. La forme Ω4 est invariante
seulement sous un sous-groupe Spin(7) du groupe de Lorentz SO(8). En impo-
sant des e´quations analogues sur la connection de spin on obtient des variete´s
avec holonomie Spin(7). La the´orie topologique correspondente est lie´e a` une
version tronque´e de la supergravite´ N = 1 en D = 8 [T17], dans laquelle
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la deux–forme du multiplet gravitationnel est pose´e a` ze´ro. Il est donc natu-
rel de se demander s’il y a un mode`le topologique qui peut incluire aussi la
description de la deux–forme. En effet un tel mode`le existe, et correspond a`
des variete´es avec torsion non nulle. C’est justement la torsion qui peut eˆtre
identifie´e avec la courbure de la deux–forme [T19]. Cette the´orie topologique
correspond a` la version twiste´e de la supergravite´ N = 1, D = 8.
Il est inte´ressant de remarquer qu’un cadre tout a` fait syme´trique vient
de se former dans l’e´tude des compactifications supersyme´triques des the´ories
des cordes et de la M–the´orie. L’existence d’un tenseur invariant T est de
fait lie´e a` la pre´sence d’un (ou plus) spineurs avec de´rive´e covariante nulle,
qui peuvent eˆtre interprete´s a` leur tour comme des supersyme´tries preserve´es
par la solution auto–duale. Un effort particulier a e´te´ concentre´ ces dernie`res
anne´es dans l’e´tude des varie´te´s qui preservent une seule supersyme´trie en
huit dimensions, c’est–a`–dire les varie´te´s avec holonomie Spin(7), et ses pe-
tites soeurs en sept dimensions, d’holonomie G2. La compactification de la
M–the´orie sur ces varie´te´s donne des the´ories avec une seule supersyme´trie,
respectivement en trois et quatre dimensions. Surtout la compactification avec
flux est tre`s e´tudie´e a` present, car elle donne de nouvelles possibilite´s pour les
applications phe´nome`nologiques. La presence de flux non–triviaux peut eˆtre
accomode´ en admettant que le tenseur T n’est plus constant, mais toujours
globalement defini. Cela permet de definir sur la varie´te´ un groupe de struc-
ture G, donne´ par le sous–groupe de Lorentz sous lequel T est invariant. Pour
G = Spin(7), on obtient le meˆme type de solutions qu’on a utilise´es pour la
formulation de la the´orie topologique en huit dimensions [T19].
L’avantage de la formulation topologique dans l’analyse de ces solutions
est d’abord qu’elle permet de ramener l’e´tude des solutions des e´quations de
supergravite´ a` l’etude d’e´quations du premier ordre. Il est important dans ce
but de montrer que le carre´ des conditions BPS ou d’auto–dualite´ donne exac-
tement la partie bosonique de l’action de supergravite´. Ceci n’est pas toujours
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un re´sultat evident et demande parfois une bonne gymnastique avec les ten-
seurs [T19], [24]. Un autre avantage est que la presence d’une charge BRS
Q pourrait simplifier fortement le calcul des corrections aux actions effectives
qu’on obtient avec la compactification, d’une manie`re analogue a` ce que l’on
a vu dans le Chapitre 3 pour les the´ories avec supersyme´trie globale. Mais il
s’agit dans ce cas d’un terrain nouveau encore a` explorer.
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Chapitre 5
Dualite´ entre the´ories des
champs et the´ories des cordes
L’une des proprie´te´s les plus inte´ressantes des interactions fondamentales
de´couvertes dans les dernie`res anne´es est l’e´quivalence entre les the´ories des
champs et les the´ories des cordes pour la description des certains syste`mes
physiques. Deux arguments assez ge´ne´raux ont amene´ a cela.
Pour les the´ories de jauge, ’t Hooft a montre´ que dans la limite de grand
nombre de couleurs N avec le parame`tre λ ≡ g2YMN fixe´, les amplitudes d’une
the´orie SU(N) ont un de´veloppement du type
∑∞
g=0N
2−2gfg(λ), ou` la fonc-
tion fg repre´sente la somme de tous les diagrammes de genre g [25]. Un tel
de´veloppement ressemble a` celui d’une the´orie des cordes avec couplage gs =
1/N . Cette observation est en accord avec l’intuition provenant des donne´es de
la spectroscopie hadronique, qui indiquent la formation de tubes de flux de cou-
leur reliants les quarks en QCD. Il faut cependant observer que l’argument de
’t Hooft est plus ge´ne´ral, et peut eˆtre applique´ aussi a` des the´ories dans les-
quelles le phe´nome`ne de confinement n’a pas lieu.
D’autre coˆte´, l’e´tude de la thermodynamique des trous noirs a sugge´re´ que
le nombre de degre´s de liberte´ d’une the´orie quantique de la gravite´ sur une
35
36 Chapitre 5. Dualite´ entre the´ories des champs et the´ories des cordes
varie´te´ est proportionnel a` la surface de la varie´te´ et non pas a` son volume. Cela
a fait surgir le concept d’holographie [26], selon lequel une the´orie quantique
de la gravite´ sur une certaine varie´te´ peut eˆtre de´crite par une the´orie non–
gravitationnelle de´finie sur le bord de cette varie´te´.
D’un point de vue plus technique, la de´couverte d’exemples ou` cette e´quiva-
lence est re´alise´e concre`tement a e´te´ possible graˆce a` l’e´tude des D–branes.
Dans les the´ories de cordes perturbatives, les Dp–branes sont des objets e´tendus
dans p dimensions, sur lesquels les cordes ouvertes peuvent s’attacher [27].
Dans la limite de basse e´nergie ou` la tension des cordes tend vers l’infini,
Ts = 1/2piα
′ → ∞, et le couplage des cordes gs est fixe´, l’action effective
pour une Dp–brane correspond a` une the´orie de jauge U(1) supersyme´trique
en p+1 dimensions. Pour N Dp–branes superpose´es, le groupe de jauge est
e´largi a` U(N).
Par ailleurs, les Dp–branes sont des objets massifs qui agissent comme
sources pour le champ gravitationnel et courbent la ge´ome´trie de l’espace–
temps. Puisque leur tension est de l’ordre de l’inverse du couplage de cordes,
TD ∼ 1/gs, les Dp–branes sont des e´tats non–perturbatifs du spectre de cordes
ferme´es. Du point de vue de l’action effective de supergravite´, les D–branes sont
des solutions qui repre´sentent une ge´ne´ralisation de dimensions plus hautes des
trous noirs ; comme les trous noirs, elles ont un horizon causal.
L’existence de ces deux descriptions comple´mentaires peut eˆtre vue comme
une manifestation de la dualite´ entre cordes ouvertes et cordes ferme´es. Ces
conside´rations sugge`rent d’utiliser les proprie´te´s ge´ome´triques des D–branes
pour de´crire des quantite´s en the´orie de jauge. Cela donne une nouvelle pers-
pective parfois tre`s utile pour une meilleure compre´hension de la dynamique
des the´ories de jauge. Un exemple e´le´gant est la construction de l’espace de
modules des instantons, qu’on discutera dans la Section 5.2. Viceversa, on
peut utiliser la the´orie des champs quantiques pour de´crire la dynamique non–
perturbative d’objets e´tendus.
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Il y a un cas tre`s important ou` cette correspondance peut eˆtre pre´cise´e
jusqu’a` e´tablir une vraie e´quivalence entre deux the´ories inde´pendantes. Si on
conside`re un ensemble de N D3–branes co¨ıncidantes dans un espace–temps
plat a` dix dimensions, la ge´ome´trie effective a` proximite´ de l’horizon est celle
d’un espace AdS5 × S5. Dans la limite de proximite´ a` l’horizon les degre´s
de liberte´ de jauge sur la brane (cordes ouvertes) et les degre´s de liberte´ sur
l’espace transverse (cordes ferme´s) sont de´couple´s.
Cela a amene´ Maldacena a` conjecturer que la the´orie de N = 4 Super
Yang–Mills et la the´orie des cordes de type IIB sur l’espace AdS5 × S5 sont
e´quivalentes [28]. Il s’agit d’une re´alisation explicite du principe de holographie,
car la the´orie de jauge est de´finie sur le bord de l’espace AdS, ou` la the´orie gra-
vitationnelle vit. Le dictionnaire entre les parame`tres de the´orie de jauge et de
cordes peut eˆtre fait en comparant le re´sultat de l’interaction effective a` basse
e´nergie de trois cordes ouvertes sur les D3–branes et le vertex a` trois gluons de
SYM(a). La relation entre l’angle du vide θ de SYM et l’axion peut eˆtre trouve´e
en comparant l’action des D(-1)–branes (D–instantons) en supergravite´ de type
IIB et celle des instantons en SYM. Cela donne τYM =
θ
2pi
+ i 4pi
g2YM
= χ0+
i
gs
, (b)
ou` gs est le couplage de corde et χ0 l’axion constant sur AdS5×S5. Le rayon de
l’espace AdS5 dans les unite´s typiques de la corde est R
4/α′2 = 4piNgs. Il est
donc directement lie´ au couplage de ’t Hooft λ, R4/α′2 = g2YMN = λ. Cette re-
lation implique que les deux the´ories de´crivent deux re´gimes comple´mentaires.
De fait, la the´orie des champs est valable dans la re´gion de couplage faible
λ ¿ 1. La solution classique AdS5 × S5 est en revanche une bonne approxi-
mation quand le rayon de AdS est tre`s grand, R/
√
α′ = λ1/4 À 1. Dans cette
limite la seule description de supergravite´ est suffisante a` de´crire la dynamique
des cordes. On pourrait se demander si la relation entre les parame`tres des
(a)Une autre me´thode souvent mentionne´e est le de´veloppement de l’action de Dirac–Born–
Infeld pour les D3–branes en puissances de α′, qui donne le meˆme re´sultat.
(b)Les matrices de U(N) sont normalise´es comme Tr
[
T aT b
]
= 12δ
ab.
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deux the´ories peut eˆtre modifie´e en dehors de ce re´gime. La the´orie de N = 4
SYM est fortement contrainte par ses syme´tries, et son couplage τYM ne prend
pas de corrections, ni perturbativement ni par les instantons (c). De l’autre
cote´, la solution AdS5 × S5 a une supersyme´trie maximale (32 supercharges).
Cela permet de montrer qu’il s’agit d’une solution exacte de la the´orie des
cordes a` tous les ordres en α′ [29]. Par conse´quent, la relation entre le rayon
de AdS5 et le couplage de ’t Hooft ne semble pas avoir de corrections en α
′.
La relation de dualite´ entre les couplages rend la correspondance AdS/CFT
charmante mais difficile a` saisir. Il y a cependant des fonctions de correla-
tion protege´es par la supersyme´trie, qui ne de´pendent pas du couplage λ.
Pour ces fonctions de correlation, une comparaison entre les re´sultats des deux
the´ories est possible graˆce a` l’existence d’une prescription pre´cise pour l’ho-
lographie [30]. Cela a fait resurgir un fort inte´reˆt pour les proprie´te´s de non–
renormalisation des the´ories de jauge supersyme´triques, qu’on va discuter dans
la Section 5.1.
Il est possible d’e´tablir une correspondance aussi pour des ope´rateurs non–
locaux, comme les ope´rateurs d’ordre–de´sordre discute´s dans la Section 2.1. La
valeur moyenne dans le vide de la boucle de Wilson correspond a` la fonction
de partition de la corde fondamentale avec conditions aux bord de l’espace
AdS fixe´es par le contour de la boucle de quarks [31]. L’ope´rateur de ’t Hooft
peut eˆtre obtenu en appliquant une transformation de dualite´ SL(2,Z) qui,
en the´orie de corde, e´change la corde fondamentale avec la D1–brane [32]. Ces
observables ont une de´pendance du couplage λ, et il doit y avoir une fonction
d’interpolation non–triviale entre les re´sultats obtenus dans les deux re´gimes.
Malheureusement, cette fonction n’est pas encore connue.
Plus re´cemment, il a e´te´ possible de comparer des quantite´s dynamiques,
c’est–a`–dire de´pendant du couplage, pour des ope´rateurs avec de grands nombres
quantiques. Dans ce cas en effet la pre´sence de nouveaux parame`tres permet
(c)Nous rappelons qu’il n’y a pas d’anomalie chirale en SYM N = 4.
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de trouver des re´gions de superposition entre les de´veloppements perturbatifs
de la the´orie de champs et de la the´orie des cordes, voir la Section 5.3. Cela
a ouvert de nouvelles perspectives pour une compre´hension plus profonde des
deux the´ories et de leur relation.
5.1 Proprie´te´s de non–renormalisation en su-
persyme´trie
Pendant mon premier an de post-doc, je me suis inte´resse´ a` l’e´tude des
proprie´te´s de non–renormalisation dans les the´ories de jauge supersyme´triques.
Une analyse attentive des effets quantiques dans les the´ories supersyme´triques
montre qu’il y a de nombreuses subtilite´s surtout en relation avec le choix de la
fixation de jauge. Pour le formalisme en superchamps deN = 1, les calculs sont
d’habitude effectue´s dans la jauge de Fermi–Feynman. Si on choisit une jauge
diffe´rente les fonctions de corre´lations a` deux et trois points de´veloppent des
singularite´s infrarouges d’interpre´tation difficile. Pour le formalisme en com-
posantes dans la jauge de Wess–Zumino, les transformations de supersyme´trie
sont non–line´aires et l’alge`bre se ferme seulement graˆce aux e´quations du mou-
vement et a` des transformations de jauge de´pendants des champs. On peut fer-
mer l’alge`bre sans les e´quations du mouvement, mais pour les the´ories N = 2
on paye le prix de l’introduction d’une tour infinie de champs auxiliaires [33].
L’analyse de l’extension quantique de l’alge`bre de supersyme´trie est beaucoup
simplifie´e par l’introduction d’un ope´rateur de BRS ge´ne´ralise´ qui contient
la syme´trie BRS ordinaire plus les transformations de supersyme´trie et de
translation [T21]. Le calcul des classes de cohomologie de cet ope´rateur dans
l’espace des polynoˆmes locaux dans les champs et leurs de´rive´es donne une
caracte´risation comple`te de toutes les anomalies et contretermes possibles de
la the´orie. Cette me´thode, qui a e´te´ introduite a` l’origine par Wess et Zumino
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pour l’e´tude des anomalies chirales [34], a l’avantage de mettre en e´vidence
les aspects ge´ome´triques du proble`me et de permettre une analyse a` tous les
ordres du de´veloppement perturbatif. Son application nous a permis de donner
une de´monstration rigoureuse des the´ore`mes de non-renormalisation pour la
fonction beˆta perturbative des the´ories N = 2, 4 [T8,T9], [T11,T12].
Avec la meˆme me´thode j’ai montre´ en collaboration avec N. Maggiore que
dans ces the´ories certains ope´rateurs composites des champs scalaires (single-
trace et multi-trace) n’ont pas de dimensions anormales a` tous les ordres de la
the´orie des perturbations [T15]. Pour les the´ories N = 4 ce re´sultat confirme
les pre´visions base´es sur la dualite´ AdS/CFT. Il s’agit en effet des ope´rateurs
primaires des multiplets courts du groupe superconforme SU(2, 2|4), qui cor-
respondent aux champs de supergravite´ et ses descendants de Kaluza–Klein
associe´s a` la re´duction sur la sphe`re S5. Ces ope´rateurs et leurs fonctions de
corre´lation a` deux et trois points sont fortement contraintes par l’alge`bre su-
perconforme.
Pour les the´ories N = 2 il s’agit par contre d’une nouvelle pre´diction. Il
paraˆıt surprenant que dans une the´orie non–conforme commeN = 2 il puissent
y avoir des ope´rateurs non–renormalise´s. En effet, leur existence est lie´e a` la
pre´sence d’un secteur topologique dans la the´orie, comme on l’a vu dans le
Chapitre 3 ; du point de vue ge´ome´trique, ils repre´sentent les classes de Chern
d’un fibre´ universel de´fini dans le secteur topologique [T15].
5.2 D–instantons et dualite´ pour les the´ories
N = 2
La dualite´ AdS/CFT a e´te´ bien ve´rifie´e meˆme dans le secteur non–perturba-
tif. Des tests pre´cis ont e´te´ fait dans la limite de grand N en comparant les
fonctions de corre´lation domine´es par les instantons en SYM avec les correc-
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tions a` l’action effective des D3–branes induites par les D–instantons [16]. La
cadre qui e´merge de cette analyse est que le k–instanton en the´orie de jauge
peut eˆtre traite´ dans la limite de grand N dans une sorte d’approximation de
Born–Oppenheimer dans laquelle le centre de masse bouge dans une ge´ome´trie
effective courbe´e, et les excitations internes vivent dans un espace plat. Le
re´sultat fort inte´ressant, qui a d’ailleurs permis d’effectuer le calcul jusqu’au
bout en the´orie de jauge, est que la ge´ome´trie effective vue par le centre de
masse est exactement celle de l’espace AdS5 × S5, et les excitations internes
sont de´crites par l’action effective de k D–instantons dans l’espace plat a` dix
dimensions.
Le calcul d’instanton est donc un moyen efficace de sonder la ge´ome´trie
des D–branes. Dans [T13], nous avons pense´ utiliser ce moyen pour e´tudier
la ge´ome´trie des configurations de branes qui re´alisent des the´ories de jauges
non–conformes. En particulier, nous avons e´tudie´ l’action effective des D(-1)-
branes en pre´sence de D3-branes dans des espaces courbes (orbifold spaces),
sur lesquels le nombre de supersyme´tries est re´duit et l’invariance conforme
peut eˆtre brise´e. Les objets e´le´mentaires dans ces espaces sont les branes frac-
tionnaires, et les the´ories de jauge qui vivent sur leur volume d’univers sont
non–conformes. La ge´ome´trie des D3-branes sur ces espaces est modifie´e et ne
correspond plus a` l’espace AdS5 usuel. Dans [T13] nous nous sommes focalise´s
sur les the´oriesN = 2 et nous avons montre´ que la modification de la ge´ome´trie
AdS5 correspond a` l’e´volution du couplage de jauge dans la the´orie duale. Dans
[T23], j’ai montre´ que aussi l’anomalie chirale de la the´orie de jauge peut eˆtre
de´crite en ce termes. La fonction beˆta et le coefficient de l’anomalie chirale
ainsi calcule´s co¨ıncident avec les re´sultats de la the´orie des champs. Un re´sultat
inte´ressant de cette analyse est que la se´paration du centre de masse de l’ins-
tanton pour l’analyse des proprie´te´s ge´ome´triques peut eˆtre faite aussi pour N
fini. La diffe´rence est que dans ce cas la the´orie effective pour les excitations
internes de l’instanton est plus complique´e et difficile a` re´soudre. D’ailleurs,
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contrairement a` ce qui ce passe pour la the´orie N = 4, l’extension de la dualite´
du type AdS/CFT pour N = 2 reste encore un proble`me ouvert. La difficulte´
principale est que toutes les solutions de supergravite´ e´tudie´es jusqu’a` pre´sent
(comme par exemple les branes fractionnaires) ont des singularite´s. Meˆme si
on a propose´ un me´canisme de re´solution de la singularite´ par l’apparition
de nouveaux degre´s de liberte´ probablement lie´s a` des excitations de corde
(enhanc¸on) aucun exemple explicite n’est connu.
Les progre`s re´cents dans le calcul d’instanton ont pourtant ouvert une
nouvelle direction pour l’e´tude de la dualite´. Dans [13] la fonction de parti-
tion des instantons pour la the´orie N = 2 en pre´sence d’un potentiel gra-
vitationnel avec parame`tre ~ , Z(a, ~,−~), a e´te´ relie´e aux amplitudes de la
the´orie de cordes topologique de type A de´finie sur une varie´te´ de Calabi–Yau,
logZ(a, ~,−~) = −∑∞g=0 ~2g−2Fg(a), ou` ~ est le couplage de la corde et Fg
est la fonction de partition de la the´orie topologique pour le genre g. Il faut
remarquer que, au contraire de la dualite´ AdS/CFT usuelle, cette dualite´ est
valable pour un nombre de couleurs N fini. Il s’agit d’une manifestation de
la dualite´ entre the´orie de cordes topologiques et F–termes de la the´orie de
jauge propose´e dans [35]. Cette dualite´ a e´te´ beaucoup e´tudie´e surtout pour
les the´ories avec une seule supersyme´trie N = 1, et a amene´ des progre`s tre`s
inte´ressants dans le calcul du superpotentiel effectif [36].
Les caracte´ristiques assez spectaculaires de cette dualite´, comme la validite´
pour N fini et la possibilite´ de calculer les amplitudes de cordes pour un genre
quelconque, sont probablement a` relier aux proprie´te´s spe´ciales des F–termes
en supersyme´trie. Pour les the´ories N = 2, comme on l’a discute´ dans le Cha-
pitre 3, le pre´potentiel de Seiberg–Witten peut eˆtre calcule´ exactement avec
un de´veloppement semiclassique autour des instantons (d). Pour les the´ories
(d)Je voudrais souligner en passant que la description de l’espace des modules des instan-
tons par la construction de branes aide beaucoup l’intuition dans les calcules. Par exemple,
l’ensemble des point fixes isole´s dans la formule de localisation co¨ıncide avec l’ensemble des
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N = 1, on peut montrer que les diagrammes planaires contiennent toute l’in-
formation sur le superpotentiel, et que les corrections en 1/N sont nulles a` tous
les ordres de la the´orie des perturbations [15].
5.3 La limite de l’onde gravitationnelle
La limitation principale de la dualite´ AdS/CFT est qu’on ne sait pas quanti-
fier la the´orie de cordes sur AdS5×S5 et meˆme le spectre des cordes libres n’est
pas connu sur cet espace. Il existe pourtant une limite, la limite de Penrose,
dans laquelle la ge´ome´trie de cet espace est beaucoup plus simple et prend la
forme d’une onde gravitationnelle [37]. Il s’agit d’un nouveau background avec
supersyme´trie maximale (32 supercharges) pour la the´orie des cordes. Dans la
jauge de coˆne de lumie`re, la the´orie de cordes dans l’onde gravitationnelle est
re´duite a` l’action de huit bosons et huit fermions massifs libres, qui de´crivent
les excitations dans les directions transverses au coˆne de lumie`re. Le spectre
de ces excitations est exactement calculable [38]. En ayant recours au diction-
naire AdS/CFT usuel, Berenstein, Maldacena et Nastase ont identifie´ la limite
correspondante dans la SYM N = 4 et trouve´ les ope´rateurs qui de´crivent
la propagation de la corde libre dans l’onde gravitationnelle [39]. La limite
sur l’espace AdS5 × S5 correspond a` se concentrer sur les fluctuations autour
de la geode´sique d’une corde situe´e au centre de AdS5 et qui tourne le long
de l’equateur de la sphe`re S5 avec un grand moment angulaire J → ∞. Les
ope´rateurs correspondants en the´orie de champs (ope´rateurs BMN) sont com-
pose´s par un grand nombre J de champs scalaires. Dans la limite de Penrose,
le rayon de AdS5 tend vers l’infini. Pour la the´orie de jauge, il s’agit donc
d’une limite differente de celle de ’t Hooft, car λ → ∞. On peut cependant
de´finir un parame`tre effectif λ′ ≡ λ/J2 = 1/(µα′p+)2, ou` µ est la courbure de
l’onde gravitationnelle et p+ l’impulsion de la corde dans le coˆne de lumie`re.
partitions des k D–instantons sur les N D3–branes [T18].
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Ce parame`tre reste fini dans la limite de Penrose, et le spectre de la the´orie
des cordes en de´pend analytiquement. La chose vraiment inte´ressante est que
le de´veloppement perturbatif pour les ope´rateurs BMN est lui aussi de´fini en
termes de λ′. Cela permet de reconstruire le spectre de la the´orie des cordes
avec un calcul perturbatif en the´orie de jauge [39]. On peut donc pour la
premie`re fois comparer des quantite´s dynamiques, c’est–a`–dire de´pendantes du
couplage, entre les deux the´ories. Je veux souligner que la re´gion perturbative
en the´orie de jauge λ′ ¿ 1 correspond a` un background fortement courbe´ en
the´orie des cordes µ À 1. Le cadre physique qui en sort est particulie`rement
suggestif, car les ope´rateurs BMN fournissent un mode`le discretise´ de la corde
ferme´, ou` les J champs scalaires de l’ope´rateur representent les J “morceaux”
de la corde. Le hamiltonien de la the´orie des cordes est identifie´ par dualite´
avec le nombre quantique de twist (voir Chapitre 1) des ope´rateurs invariants
de jauge(e).
Le background d’onde gravitationnelle est donc un laboratoire tre`s utile
pour l’e´tude de la dualite´ AdS/CFT au niveau de la dynamique des cordes.
Cette dernie`re anne´e, je me suis inte´resse´ au proble`me de l’inclusion de l’inter-
action a` trois cordes dans l’onde gravitationnelle et de sa description en the´orie
de jauge. Dans une collaboration entre Paris et Durham, on a d’abord observe´
[T24] que la pre´sence dans l’onde gravitationnelle d’une syme´trie discre`te Z2
qui e´change les deux groupes SO(4) de l’espace transverse au coˆne de lumie`re
a des conse´quences importantes sur la correspondance avec la the´orie de jauge.
En effet, la fac¸on dont cette syme´trie est realise´e dans l’interaction des cordes se
refle`te directement sur les amplitudes correspondantes en the´orie des champs.
D’autre part, la de´finition de l’interaction des cordes sur l’onde gravitation-
nelle est un proble`me delicat, car on n’a pas a` sa disposition une charge BRS
sur la surface d’univers de la corde avec laquelle de´finir le vertex d’interaction.
(e)Dans ce cas le moment angulaire est de´fini par rapport au groupe de syme´trie interne
SU(4) de N = 4.
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Dans la jauge du coˆne de lumie`re, on doit suivre une autre proce´dure, applique´e
d’abord par Mandelstam, Cremmer et Gervais dans le cas de la corde bosonique
[40]. Il s’agit d’associer a` chaque corde qui participe a` l’interaction un espace
de Hilbert, et de definir l’interaction comme un e´tat dans le produit tensoriel
des trois espaces. On obtient ainsi une fonctionnelle ge´ne´ratrice des ampli-
tudes entre les trois cordes. L’ide´e est d’imposer les syme´tries (la continuite´
de la surface d’univers, la conservation de l’impulsion au point d’interaction,
l’alge`bre de supersyme´trie) sur l’e´tat d’interaction pour en de´terminer la forme
spe´cifique. Malheureusement, comme on a montre´ dans [T25], cette proce´dure
ne semble pas donner une re´ponse unique dans le cas de l’onde gravitation-
nelle. En collaboration avec Copenhagen on a aussi de´veloppe´ une me´thode
alternative pour de´terminer l’e´tat d’interaction comme un e´tat coherent dans
le formalisme de l’inte´grale de chemins. L’ambiguite´ se manifeste dans ce cas
par la possibilite´ de choisir diffe´rentes conditions de bord pour les e´tats ini-
tiaux et finaux. Cette ambiguite´ peut ne´anmoins eˆtre fixe´e en choisissant la
parite´ de l’e´tat de vide de la the´orie de cordes |v > par rapport au groupe
discret Z2. Il est assez naturel de penser que le vide soit invariant par rapport
a` toutes les syme´tries de l’onde gravitationnelle, y compris Z2. De plus, ce
choix de parite´ est compatible avec la dualite´, puisque l’ope´rateur de la the´orie
des champs correspondant a` |v > est lui aussi invariant sous Z2. Dans [T26],
nous avons donc formule´ un vertex d’interaction supersyme´trique baˆti sur un
vide Z2–invariant. Nous avons aussi calcule´ des amplitudes pour les cordes
avec des excitations bosoniques et fermioniques et les avons compare´es avec
les fonctions de corre´lation a` trois points en the´orie des champs, selon une cor-
respondance propose´e par Constable et al.[41]. Les re´sultats obtenus sont en
accord a` l’ordre dominant de la the´orie des perturbations. Cet accord a aussi
une explication intuitive, car dans la limite de µ→∞ le terme cine´tique dans
l’action des cordes sur l’onde gravitationnelle est ne´gligeable et on se re´duit a`
un ensemble d’oscillateurs decouple´s point par point sur la corde. A` ce point on
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peut bien discre´tiser la surface d’univers de la corde en J morceaux et se rame-
ner au calcul de la meˆme combinatoire que dans la the´orie des champs libres.
Cela confirme la de´scription intuitive des cordes ferme´es comme ope´rateurs de
single trace. La comparaison des re´sultats a` l’ordre sous–dominant reste ce-
pendant un proble`me ouvert, et on ne sait pas si cette de´scription continue a`
eˆtre valable.
Il faut mentionner que l’autre option de parite´ Z2 ne´gative pour le vide |v >
me`ne aussi a` un vertex supersyme´trique [42]. A` l’inverse du pre´ce´dent, le vertex
ainsi de´fini a une limite re´gulie`re dans l’espace plat, car le´tat correspondant a`
|v > dans l’espace plat a une parite´ negative. La correspondance propose´e dans
[41] ne peut plus eˆtre applique´e, et on a e´labore´ d’autres me´thodes pour ve´rifier
la correspondence [43]. Dans ce cas, on identifie les e´tats a` plusieurs cordes avec
les ope´rateurs multi–trace en the´orie des champs. A` cause du me´lange entre
ope´rateurs de single–trace et ope´rateurs de multi–trace, cette correspondance
est moins pre´dictive, et pour avoir des vrais tests il faut aller a` l’ordre supe´rieur
dans le couplage de corde. Le proble`me est qu’a` cet ordre on est parvenu a`
faire seulement des calculs approximatifs en tronquant les e´tats intermediaires
dont on ne savait pas e´valuer la contribution [44]. Cela rend les tests de la
dualite´ effectue´s dans ce contexte assez subtiles. L’inclusion des interactions
des cordes dans le dictionnaire AdS/CFT pour l’onde gravitationnelle n’est
donc pas encore un proble`me comple´tement re´solu.
Perspectives
Les progre`s obtenus dans les deux dernie`res ans dans l’e´tude des effets non–
perturbatifs en the´orie de jauge supersyme´trique et de la dualite´ avec la the´orie
de cordes rendent ce champ de recherche tre`s actif et passionant. Il y a d’un
coˆte´ de nombreux proble`mes qui me´ritent une discussion plus approfondie, mais
aussi de nouvelles directions dont l’exploration semble eˆtre tre`s prometeuse.
L’e´tude de la dualite´ dans la limite de l’onde gravitationnelle a e´te´ une
source d’inspiration importante. On a compris que les e´tats de corde acces-
sibles par la quantification autour de l’onde gravitationnelle repre´sentent en
realite´ un sous–secteur d’une classe plus ge´ne´rale d’e´tats de cordes fortement
excite´s [45]. Ces e´tats peuvent eˆtre de´crits par des solutions semiclassiques
(solitons) du mode`le sigma de la corde sur AdS5 × S5. Leur caracte´ristique
commune est qu’ils ont de grand moments angulaires Ji sur la sphe`re S
5 et/ou
sur l’espace AdS5. Le dictionnaire AdS/CFT permet d’identifier les ope´rateurs
correspondants en the´orie de jauge : comme les ope´rateurs BMN, il sont forme´s
d’une longue chaˆine de J =
∑
i Ji champs e´le´mentaires de SYM N = 4 .
Chaque champ diffe´rent correspond a` une excitation diffe´rente de la corde, et
peut bouger le long de la chaˆine ; une propriete´ remarquable est que ce mou-
vement peut eˆtre de´crit en termes d’un syste`me inte´grable [46]. Ces re´sultats
ont fait surgir de nouvelles e´tudes sur l’inte´grabilite´ de la the´orie des cordes
sur AdS5 × S5 [47] et de la the´orie des champs duale SYM N = 4 [48]. De
plus, il ont permis de tester la dualite´ dans une re´gion du spectre de la corde
loin des e´tats prote´ge´s par la supersyme´trie. Il est donc raisonnable que des
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proprie´te´s semblables puissent eˆtre de´couvertes aussi dans des the´ories ou` une
partie des supersyme´tries est brise´e et l’invariance conforme est perdue. J’en-
visage d’e´tudier ce sujet dans le futur proche pour des mode`les spe´cifiques.
Je voudrais quand meˆme souligner que la comparaison du spectre n’est
qu’une partie de l’histoire dans la dualite´ AdS/CFT. L’e´tude de cette dualite´
a` un niveau dynamique, rendu possible pour la premie`re fois dans la limite
de l’onde gravitationnelle, a mis en e´vidence qu’il n’est pas suffisant de sa-
voir re´soudre la the´orie de cordes pour avoir des informations sur la the´orie
de jauge correspondante. En fait, comme je l’ai discute´ dans la Section 5.3,
la contruction d’un dictionnaire entre les deux the´ories au niveau des interac-
tions s’est reve´le´ eˆtre un proble`me assez de´licat. Je suis en train de travailler
activement sur ce sujet. Il y a eu un certain nombre de propositions pour la
de´finition d’un principe d’holographie [49], mais aucune d’entre elles n’a e´te´
assez de´veloppe´e pour pouvoir la tester avec des calculs explicites. Meˆme s’il
peut s’agir d’un proble`me specifique de l’onde gravitationnelle (qui n’est qu’un
“bout” de l’espace AdS5×S5 loin du bord de AdS5), sa solution pourrait don-
ner des information importantes aussi pour les cas plus ge´ne´raux, et fournir
des tests pre´cis de certaines conjectures faites a` partir de la dualite´ AdS/CFT
usuelle.
En ce qui concerne plus spe´cifiquement la the´orie des champs, on vient de
de´velopper de puissantes me´thodes de calcul, d’une part pour le de´veloppement
semiclassique autour des instantons comme on l’a vu dans le Chapitre 3, et de
l’autre pour le calcul des diagrammes planaires avec des mode`les de matrices en
the´ories N = 1. Il est important de pouvoir inse´rer ces re´sultats dans un cadre
plus ge´ne´ral. Par exemple, on ne comprend pas encore quelle est la relation
entre les mode`les de matrices et le calcul d’instanton. Cela est duˆ aussi au fait
que les techniques de localisation sur l’espace de modules de l’instanton ne sont
pas encore disponibles pour les the´ories N = 1. En outre, il serait inte´ressant
de mieux comprendre comment les exemples spe´cifiques de dualite´ entre the´orie
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des cordes topologiques et F–termes qu’on vient de de´couvrir dans ce domaine
prennent place dans le contexte plus vaste de la dualite´ AdS/CFT. Dans ce
but, l’e´tude des the´ories topologiques de gravite´ comme the´ories effectives de
la corde topologique pourrait jouer un roˆle.
Enfin, l’un des aspects les plus captivants a` pre´sent est la possibilite´ que les
re´sultats obtenus jusqu’a` pre´sent puissent donner des informations utiles sur
les the´ories non–supersyme´triques. Il semble y avoir des voies praticables dans
cette direction, meˆme si le chemin est encore long. L’une est de trouver des
observables qui, dans certaines limites de grand N , peuvent eˆtre calcule´ avec
une bonne approximation directement dans des the´ories supersyme´triques. De
bons candidats sont les condensats chiraux. Une autre possibilite´ est lie´e au fait
que certaines proprie´te´s qu’on vient de de´couvrir ne sont pas ne´cessairement
lie´es a` la supersyme´trie. Par exemple, l’apparition de structures inte´grables
dans le calcul de certaines observables a e´te´ de´ja` observe´e aussi dans la limite
de grand N en QCD [50]. Ainsi la pre´sence de corrections logarithmiques aux
trajectoires de Regge pour les ope´rateurs de twist 2, qui a e´te´ reproduite par
des calculs semiclassiques en the´orie des cordes [45], est une caracte´ristique
ge´ne´rale de QCD connue depuis longtemps [51]. Dans ces cas, l’information
est pour le moment plutoˆt de nature qualitative et beaucoup de travail est
encore a` faire pour comprendre enfin quelle est la the´orie qui de´crit la corde
de QCD.
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